1. Z&qudy diferencidlniho poctu

Spojitost funkce

Cheeme-li sestrojit graf funkce y = f(x), miZeme postupovat tak, 7e
urcime ,,dostatecné” velky pocet bodii o soufadnicich [x, f(x)]a poté je
spojujeme. Vznika otdzka, zda vlastnosti funkce a pfedstavu o jejim
chovani miizeme zpfesnit a prohloubit. Proto je vybudovan diferencialni

pocet a v ném jako prvni zavadime pojem spojité funkce a limity.

V definici spojitosti a limity funkce y = f(x) v bodé a (realné é&islo a)
pouzZivame okoli bodu a (okoli realného cisla a).

GOKOLIM BODU ¢, kde 6 € R”, nazveme otevieny interval
(a—0. a+ o), tj. mnoZinu viech ¢isel x, pro néz plati|x —a| < 0.

a—=»% a a+d

LEVYM JOKOLIM BODU g, kde 6 € R”, nazyvame interval (a — 0. a).
PRAVYM O.OKOLIM BODU a, kde 0 € R*, nazyvame interval (4, a + 6).

£0KOLIM BODU f(a), kde ¢ € R”, nazveme otevieny interval
(f(a)—¢. f(a)+ ¢), tj. mnoZinu vSech Eisel f(x), pro néZ plati

[f(x) - f@)]<e.

Spojitost funkce v bodé

FUNKCE y = f(x) JE SPOJITA V BODE g, jestliZe:

1. je definovana v néjakém okoli bodu a (véetné bodu @ samotného),

2. ke kazdému e-okoli bodu f(a) existuje d-okoli bodu a tak, Ze pro
viechna x z d-okoli bodu a patii funkéni hodnoty f(x) do &-okoli
bodu f(a).

Poznamenejme, Ze 2. ast této definice lze ekvivalentné formulovat
takto: ke kazdému (libovolné malému) & > 0 existuje takové 6 > 0,
Ze pro kazdé x € (a—0, a+ d) je f(x) e (f(a)—¢, f(a)+¢&).

Véty o spojitosti funkce v bodé

¢ Jsou-li funkce f(x) a g(x) spojité v bodé a, pak je v tomto bodé
spojita i funkce:
a) f(x)+ g(x)
b) f(x)—g(x)
c) f(x)-g(x)

Funkee f(x) =a,x"+a, x"'+ ... +ax+a,kdene Z;,
a,#0,a € R(i € Z)), x € R, je funkce spojita v kazdém bods.
Funkece /(x) = ¢, kde ¢ € R, je spojita v kazdém bodé x € R.

¢ Funkce /(x) = x je spojita v kazdém bodé x € R.

Funkce /(x) = sinxa f(x) = cos.x jsou spojité v kazdém bodé x € R.

d)M
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Geometricky vyznam spojitosti funkce v bodé

Funkee y = f(x)je spojitd v bodg a, protoZe jsou spinény
‘oba pozadavky definice o spojitosti funkce v bodg.

Funkee y = f(x) nenf spojité v bodé a, protoze neni spinén
2. pozadavek definice o spojtosti funkce v bods.
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Funkce y = f(x)neni v bodé a spojita, protoZe neni spinén
2. pozadavek definice o spojitosti funkce v bodé.

Funkee y = f(x) neni v bodé a spojité, protoze nenf spinén
1. pozadavek definice o spojitosti funkce v bods.
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Funkce f(x)je v bodé a SPOJITA ZPRAVA, jestlize ke kazdému & > 0 existuje takové 6 > 0,
Ze nerovnost | f(x) — f(a)| < € je splnéna pro vSechna x € (a. a+o0).

Funkce f(x) je v bodé a SPOJITA ZLEVA, jestliZe ke kazdému & > 0 existuje takové d > 0,
Ze nerovnost | f(x) — f(a)| < € je splnéna pro viechna x € (a—9, a).

* Funkce f(x) je SPOJITA v bodé€ a, pravé kdyzZ je v tomto bodé spojita zleva i zprava.

Spojitost funkce v intervalu

FUNKCE v = f(x) JE SPOJITA V INTERVALU /, jestliZe je spojitd v kazdém bodé tohoto intervalu.

Véty o spojitosti funkce v intervalu

* Funkce f(x) je spojita v otevieném intervalu (g, ), je-li spojita v kazdém bodé tohoto intervalu.
* Funkce f(x)je spojita v uzavieném intervalu (a, ), je-li spojitd v intervalu (a, b),

v bodé a je spojita zprava a v bodé b je spojita zleva.

® Funkce /(x)=a', f(x)=¢", [(x)=log xa f(x)=In x jsou spojité v kazdém bodé svého definicniho oboru.
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Limita funkce

Definice limity funkce v bodé

FUNKCE y = f(x) MA V BODE ¢ LIMITU L, jestliZe:

1. je definovana pro viechna x z n&jakého okoli bodu a,

2. ke kazdému (libovolné malému) €islu & >0 existuje takové
gislo 0 >0, Ze pro vSechna x # a z dokoli bodu a nélezi

odpovidajici funkéni hodnoty f(x) do e-okoli bodu L.
Zapisujeme: lim f(x) =1

Cteme: Limita funkce ¥ = f(x) pro x bliZici se k @ je rovna L.

Na obrazku vidime funkci y = f(x), ktera ma v bodé & limitu
lim f(x) = L (malimitu rovnu L). Jedna se o tzv. vlastni limitu

funkce ve vlastnim bodé a.

Véty o limitdch funkce v bodé

* Funkce y = f(x) md v bodé a nejvysSe jednu limitu. Tedy:
funkce y = f(x) bud v bod€ a limitu nema, nebo ma v tomto
bodé pravé jednu limitu.

¢ Funkce y = f(x) je v bodé a spojita, pravé kdyz je v bodé a
definovéna a !Ln;n Sf(x) = fla).

PR 1
Uréi limitu: fim, (Bx"—x*+1)

lim (3x7 — x*+ )= 3~ (-1 +1=-3 -1+ 1=-3
* Jestlize pro funkce f(x)a g(x) plati pro vSechna x # ajistého
okoli bodu a rovnost f(x) = g(x)a ma-li funkce g(x) v bodé a

limitu L, pak ma v témze bodé limitu L také funkce f(x).

.3 -
Urtilimity: @) fim SX =% pyjim X2
x—0 X X2 x_2
27 (R
a) lim 2 =% iy 23X _ iy (ax— =1
x—0 X x—=0 X x—0
2
b) lim X m X+ 2X=2)_ iy (44 )=
X2 x_ 1—)2 X—2

Jestlize pro kazdé x # a jistého okoli bodu a plati
S(x) < g(x) < h(x)ajestlize existuji lim f(x) = lim k=L,

pak existuje také limita funkce g(x) v tomto bodé¢ a plati:
lim g(x) = L.

Je-li f(x)=c konstantni funkce pro vSechna x € R, pak je

lim ¢ = ¢ pro vSechna a € R.

F(@) +&f=nnrmmmmmnneaeee
[fla)q
f(a)—¢q

« Véta vievo definuje spojitost funkce v bodé s vy-
uzitim znalost{ limity (viz PF. 1 a PF. 2 na této strang).

Pr.2
Uréi limitu: lim X2

lim x*=0%=0
x=0
< Pomaci véty vievo miizeme v nékterych pripadech

Zjistit limitu £(x) v bodé a, v némz funkce neni spojita
(viz PF. 3 a PF. 4 na této strang).

Pr. 4
: S e i NSO
Uréi limitu: lim =——=
X1 SRy
im X +2x+1_ (x+1)?
s L )
= jm 2t g
ol xi—x+£1 3
sin x
& Uzitim véty vlevo Ize dokazat. 7e Iim —=1

Hodnotu limity I|m e sl Ize ovéiit téi s pomoci

L' Hospitalova prawdia uvedeného na strané 16.
Je k tomu potfeba znalost derivovani. Znalost hodnoty
této limity vyuzijeme v PF. 6 na strané 8.



Véta o podetnich operacich s limitami
¢ Majili funkee f(x)a g(x) v bodé g limity, tj. existuji-li lim f(x)a lim g(x), pak maji v tomto bodé limitu
i jejich soucet, rozdil, souéin a pro lim g(x) # 0i jejich podil. Pfitom plati:

lim [/(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x) lim [£(x) = g(x)] = lim f(x)-lim g(x)
X—a -3 a X=>a x—=a X=da X=d.
£(x) lim f(x)
lim [f(x)-g(x)]=lim f(x)-lim g(x) lim| —— =22
x—>a s—a x—a =a | g(x) ILm. 2(x)
Resené piklady
1 g . ,
X'+ x-86 : X+ 1 X+ X—6
Urgi limity:  a) lim ——~ — b) e—— c)lim =————
M P L S
a) lim X *+x—6_(3)'+(-8)-6_9-3-6_10 _ o @) Protoge funkce v limité je spojitd, do ziomku bez jakychkoliv
=3 xf-x-2  (8f-(-8)- 2 T9+3-2 10 jeho Gprav miiZeme rovnou za x dosadit &islo — 3.
- ! = (x+ N){yx+5+2) . g : 0
b) I = lim = b) Za x nelze ihned dosadit cislo —1, vznikl by zlomek typu —.
) 1) -2 = (x+5-2)(/x+5 +2) ) ¥ 0
Zlomek jsme rozsifili vyrazem +/x + 5 + 2.
= i (x+ 1)(/x+5 +2)_ fim (x+1)(v/x+5 +2) -
L x+5-4 ek X+1
=-1+5+2=4 ¢) Za x nelze ihned dosadit Gislo 2, vznikl by zlomek typu —g-
¢) lim X+ x-8_ m K+ 3)(x=2) . x+3_5 Zlomek jsme proto upravili tak, Ze jsme Gitatele i
=2 xPox -2 = (x+1)(x-2) =2x+1 3 jmenovatele pfevedli na souin a nasledné pokratili.
Phop 3sin x cos® x 3 1- in3
Urilimity: - a) im 220X S Xy iy X gy [ B X ) g gy 12 008X g SiNSX
x—0 X =0 gin x =0 x* 41 sinx x=0 X 10y
a) lim Jeinxcos’x lim (sm X 3008 x ) a) Pfi feseni tohoto pikladu vyuzivéme lim —= N
x=0 X -0 X X
= S0L lim 3cos’x=1-3=3
X0 X X=0
lim 1
Byl =X L e e L
0 gipx 0 smx im sinx 1
X x—0 X
¢) lim ~3—+.L = lim im —=3+1=4
=0 w41 sinx) *=0x*4+1 SUginx
ggintX '« nogpe X
d) lim ! — o m —— 2 =jm —2 = d) Pii fedeni piikladu vyuzivame vztahu sin X = |17 698X
x=0 x>0 X X0 4 - x_ 2 2
4
. X X
sin = sin X ’ § i sin 5
}I‘Ln}’ ; im T LﬂL T—E 5 Jestlize plati Ilm —= =1, pak obdobné plati hm —;J
2 2 2
o) lim S0 — i 39X _ 5.y SNOX 5125 ) destize i Im S0 1 pak obobns it fy 1 9% — 1
e X0 3x x50 =0 Jx 3x



Limita funkce zleva a zprava v bodé
Funkce /(x)mavbodé alimitu L zleva, jestlize ke kazdému e-okoli bodu L existuje levé

dokoli bodu « tak, Ze pro vechna x # a z levého d-okoli bodu a patfi funkéni hodnoty
f(x) do e-okoli bodu L.

Funkce f(x) ma v bodé « limitu L zprava, jestliZe ke kazdému g-okoli bodu L existuje
pravé d-okoli bodu a tak, Ze pro vSechna x # a z pravého d-okoli bodu a patfi funkéni
hodnoty f(x) do e-okoli bodu L.

e Limita funkce f(x)v bodé a existuje a je rovna L, pravé kdyz existuji limity této funkce
v bodé a zprava a zleva a jsou rovny L. Tedy limita funkce f(x) v bodé a se rovna
spolecné hodnoté limit této funkce v bodé a zprava a zleva.

Nevlastni limita

Funkce /(x) ma v bodé a nevlastni limitu + =<, jestliZze ke kazdému é&islu K
existuje takové O > 0, Ze pro viechna x # a z okoli (a— 9, a+ d) bodu a je f(x) > K.

Funkce f(x) ma v bodé a nevlastni limitu —oo, jestlize ke kaZdému &islu K
existuje takové 0 > 0, Ze pro vSechna x # a z okoli (a—&, a+ d) bodu a je f(x) < K.

Funkce f(x) ma v bodé a nevlastni limitu + = zleva, jestliZze ke kazdému ¢&islu K
existuje takové 8 > 0, Ze pro véechna x € (a—0, @) je f(x) > K.

Funkee f(x) ma v bodé a nevlastni limitu —ec zleva, jestlize ke kazdému islu K
existuje takové 0 > 0, Ze pro viechna x € (a—9, @) je f(x) < K.

Funkce f(x) ma v bodé a nevlasini limitu +e= zprava, jestlize ke kazdému ¢islu X
existuje takové d > 0, Ze pro vSechna x € (a, a+ d) je f(x) > K.

Funkee f(x) ma v bodé a nevlastni limitu + oo zleva, jestlize ke kazdému Gislu K
existuje takové & > 0, Ze pro vechna x € (a—9, a) je f(x) > K.

Funkee f(x) méa v bodé a nevlastni limitu —eo zprava, jestlize ke kazdému éislu K
existuje takové d > 0, Ze pro vSechna x € (g, a+ d) je f(x) < K.

Limita luﬁkte v nevlastnim bodé

Funkee f(x) ma v nevlastnim bodé + == limitu L, jestlize ke kazdému & > 0 existuje takovy
bod x,, Ze pro vSechna x > x,, patii funk¢ni hodnoty f(x) do okoli (L —¢, L + &).

Funkee f(x) ma v nevlastnim bodé —s limitu L, jestlize ke kazdému & > 0 existuje takovy
bod x,, Ze pro viechna x < x, patfi funkéni hodnoty f(x) do okoli (L —¢, L + &).

Funkce f(x) mé v nevlastnim bodé +eo nevlastni limitu + oo, jestliZe ke kazdému ¢&islu K
existuje takové ¢islo x,, Ze pro vSechna x > x, je f(x) > K.
Funkce f(x) ma v nevlastnim bodé +eo nevlastni limitu —oo, jestlize ke kaZdému éislu K
existuje takové ¢islo x,, Ze pro vSechna x > x, je f(x) < K.

Funkce f(x) méa v nevlastnim bodé —eo nevlastni limitu + oo, jestlize ke kazdému é&islu K
existuje takové ¢islo x,, Ze pro véechna x < x je f(x) > K.

Funkce f(x) ma v nevlastnim bodé —eo nevlastni limitu —oo, jestlize ke kazdému Eislu K
existuje takove Cislo x,, Ze pro viechna x < x je f(x) < K.

PiSeme: Jim f(x)=L

Piseme: Jin: fix)=L

Pieme: lim =l

i f= i 00 =L

Piseme: lim. f(x)=+0e

Pigeme: lim f(x)= —e=
X8

PiSeme: ,[ln; f(x)=+o=

Pigeme: lim f(x)=—eo
X=a.

Pideme: lim f(x)=+oco

Piseme: m f(x)=+o0

Piseme: Jim f(x)=—eo

Pigeme: Jim f(x)=L
Piseme: lim f(x)=L
Piseme: lim f(x)=+ o
Pigeme: ’mﬁf(x) =—o
Piseme: lim f(x)=+eo

Piseme: xl_i,n_:;f(x) =



Geometricky vyznam limit funkci

Resené piiklady limit funkci v nevlastnich bodech
Prl : y
Uréi fimitu: fim (L + 2?]
e 1o x2

1 sxz 1
= 5x*
im | 3 2% |=fim | % 42% | = fim FETE B e
P 1_x2 xoe | x? e | 1 D
x¢ X
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Pi. 8 2 2
Uréi limity: @) lim (x = y/x*=1) b) lim ol s
sl xoe =
(x \[ﬁ) I ‘/ﬁ) e : a) Zlomek (se jmeno-
a) lim (x —/x2=1)= lim = lim Ll lim =0 vatelem 1) jsme rozsifi-
s e X+ 4x2-1 U X =1 T X+ X . 2
li vyrazem x+ /x* 1.
b) im Yxi =1+ wjx Sl \/ ! i im vx Hil b) Pouzili jsme vétu o soudtu limit.
e ik Cislo x jsme umocnili na druhou
fd 2 a napsali je pak pod spolecnou
= lim 1+Iim\/x—+1 l|mJ1—_+I|mJ1+l= 1-0+41+0=2 PEgLIR T .p K
ekl ) e\ x2 X>ee e x2 druhou odmochinu.
Pi. 9
: s . 2x%+ 3x+5 ; 45— x+2
Urgi limity:  a) lim ==— == "~ b) im —————
o 2K+ 3 X I+ X°+ X -2
2x*+3x+5 3.5
a)limzxz+ax+5=ﬁm X 7='m2+;+?-2—w
e Dy 83 rom 2X+8 s 2 3 =0
e Xy
1 2
x’(4—m+—) 4__1,4.3
8 2 3 -
b) lim l:x 2x+2 = im e =i 1x21x32 4-0+0 =t
Kb oo = X Xy e
3+ X+ x=2 x’[3+7+——2—] o 3+0+0-0 3
X xt X sy
Pi. 10 s
Uréilimita: fim 2X =X+
b el
: . x3[2—1-+%J ol 5 et
o, 3 3
im Lt = i X X/ fim |x L= lim xim —X X -
X+ x-5 x2(1+-!-—~5w) +—-= T+———
XLt e e
:+m-2_0.—+0=+oe~2: + oo
1+0=0
Tabulka nékterych dulezitych limit
e e e im =0 im =0
x=0_ X X0, ¥ X—bes y Eme oy

im L =0,neN
Lk

= Ern
lim — neexistuje
x—0 X

KIirp a* =+, jeliac(0,1)

lim a*=0,je-lia €(0,1)

[ing log, x =+, je-li a €(0,1)

xlim_log, Xx=—oo,je-lia €(0,1)

xlin}ﬂa" =0,jedia (1 =)

lim a* =+eo,je-lia (1 =)

X—34eo

jn;a log, X =—co,je-lia (1, )

lim log, x =+, je-li a (1 =)
x5 en

lim Inx =—co
=0,

lim Inx =+

X—34en

lim sin x neexistuje
Koo

lim sin x neexistuje
X3—es

lim cos x neexistuje
K= ¥

lim cos x neexistuje
Krmen

lim tg x =+ lim tg x=—oc0 lim cotg x = —eo lim cotg x =+ oo
rs X v x—0_ x>0,

2- 24
. sinx tgx_ -1 . In(1+
lim——= fim 9% =iy lim (—i)=1
X0y X0y x50y =0 X
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Asymptoty grafu funkce

Na obrazku je zakreslen graf funkce

:((x):_

Plati fim 1 =0
=

(nepfesné: pro ,velké” hodnoty x
jsou hodnoty funkce ,blizké k nule”).

Podobné: lim =0
===t

Dale plati: I|m l_ma lim s
Sy x—-0_ X

Pfimky y = 0 a x = 0 jsou asymptotami funkce f(x).

y=gx) =
o

Na obrazku je vidét, Ze graf funkce f(x)

se s rostoucim x blizi k pfimce o rovnici

y =g(x) tedy lim [f(x)-g(x)] =

Piimka y = g(x) je asymptotou funkce f(x)

Méjme funkei f(x), jejiz definicni obor obsahuje néjaky interval (a, + o0),
respektive (—oe, a). Rikame: pfimka y = kx + ¢ je ASYMPTOTOU grafu
funkce f(x) v bodé +es, respektive v bodé —es, jestlize plati

lim [f(x)—(kx + )] =0, respektive \limr [f(x) = (kx + ¢)] =0.

s Méjme funkei f(x), jejiz definicni obor obsahuje interval (a, + o0),
respektive (—eo, a), kde a je libovolné realné ¢islo. Asymptota o rovnici
vy = kx + ggrafu funkce f(x)existuje pravé tehdy, kdyz existuji limity:

1% _ g ilm L) =k
X X
respektive
lim [f(x)-kx]=g¢ lim [f(x)—kx]=
Pi. 15
X 2x?
Urci asymptoty ke grafu funkce y = f(x) = o
X

=
Sl
1. D(f)=R {2}
1

2. gix=
2
3. a,y=kc+gq
2x* 21
k= lim e I|m2X“1—I|m 2% i S
e Ao X x—amzx_" X—bmzx._.1 x—amz——l
X X
2 2 2
0= ()= k) = i | 25— — | =g 2= X
P x| Oy — 4 Xesos ox—1
¥
fim e el
=Dy 4 "_“"'?X 1 x~>~2_l 2
X X
a, y=X+

Asymptotam y = kx + g fikdme asymptuty-
se smérnici.

Je-li asymptota rovnob&znd s osou y;
fikame i asymptota bez smérmice. Jeji
rovniceje X=Xy,

Asymptotu bez smérnice definujeme takto:
Pfimka x = X, je asymptota bez smémice
grafu funkee f(x), jestlize mé funkee f(X)
v bodé X, alespofi jednu nevlastni limitu
zprava nebo zleva, t]. !lm flx)=1to
nebo im f(x)= F i

1. Uréime D(f).
2. Uréime rovnici asymptoty bez smérnice.
3. Urdime rovnici asymptoty se smérnici.

Obdobné Ize urgit asymptotu pro X — —eo.
Zjistime, Ze tato asymptota ma stejnou rovnici
jako asymptota pro x — ce.

y a, //;{1
IS
710 1 *
2 2
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Pi. 16 2
Uréi asymptoty ke grafu funkce y = f(x) = 152 3.
X

1. D(f)=R -{0} 1. Uréime D(f).
2. 5 =10 2. Uréime rovnici asymptoty bez smémice.
3. Uréime rovnici asymptoty se smémici.
3 a,y=ki+gq ymptoty
2x*+ 3 3
5 i 4
i e e iy X ey = op " fa,
xote x xote  y2 Xoke oy X—>keo i 2+- ]
P 11/1
2 2 2 t t
q= lim {f(x)= k)= lim [ﬂ-zx} pp R Sex g S o 12 x
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