Numericka matematika
Zadani 25.

Reseni diferencialni rovnice

Rungovou — Kuttovou metodou

Vaclav Bubnik, xbubniO1, sk. 60 FIT VUT v Brné¢, 2004



Obsah

Numericka matematika
|0 =T0) 4 TSSO PS USSP

1.1 Diferencialni rovnice

1.2 DISKICHIZACE ..ottt ettt ettt sttt e sbte et esaee e

1.3 Jednokrokoveé numerick€ metody..........ccueeeiiiieiiiieiiiieciee e

1.4 Rungova — Kuttova metoda 4. fadu

B o (0 4 1 1 1 SRR

2.1 Casti programu

2.2 SPUSEEI. ..ttt ettt et st ettt e e e ae e saneens

3. Reseny piiklad



1. Teorie

1.1 Diferencialni rovnice

Diferencialni rovnice se vyuzivaji k popisu matematickych modeld systémd, jejichz
stavové proménné se podle jistého zakona méni v zavislosti na okamzitém stavu systému.
Reseni, pokud existuje, neni jediné. Abychom zaru¢ili jednoznaénost feSeni, pozaduje
jeste splnéni tzv. pocatecni podminky.

Obycejna diferencidlni rovnici zapisujeme ve tvaru :

y' (x)=f(xy(x))

Hodnota proménné x udava zpravidla bud’to casovy okamzik nebo prostorovou
soufadnici. Diferencidlni rovnici je dano smérové pole. V kazdém bodé roviny kterym
prochazi nekteré feSeni této rovnice, je hodnota f ( x, y ) rovna smérnici teCny ke grafu
tohoto feSeni.

Pocate¢ni podminku zadavame (pro levy kraj intervalu) ve tvaru :

Yy (Xo)=Yo

Nekteré diferencialni rovnice jsou analyticky feSitelné jen obtizné€ nebo je analyticky
nelze fesit vibec. Takové rovnice feSime numericky kde se spokojime s piibliznym
fesenim. ReSeni diferencialnich rovnic analyticky nam také umoZiiuje uréit globalni a
lokalni chyby pouzité numerické metody.

1.2 Diskretizace

Zakladem Rungovy — Kuttovy metody je diskretizace proménnych. Pfiblizné feSeni se
nekonstruuje jako spojita funkce, ale hodnoty pocitime v konecném poctu bodi z intervalu
<a,b>. Bodiim fikdme uzlové body nebo uzly sité. Mnoziné vSech bodl {xo, Xi,... , Xa} fikdme
sit’. Rozdilu dvou sousednich bodii h = xi+1 — xi fikame krok. Body sité jsou obvykle od sebe
stejné vzdalené tj. ekvidistantni a mluvime o metodé s konstantnim krokem. V pftipad¢, ze
jsou mezi body vzdalenosti riizné a krok tak neni stejny pro cely interval <a, b>, jedna se o
metodu s proménnym krokem.

1.3 Jednokrokové numerické metody

Metoda se oznacuje jako jednokrokova, poc¢itame — li pfibliznou hodnotu feSeni v daném
bod¢ pouze pomoci hodnoty z piedchoziho kroku jak je tomu i u Rungovy — Kuttovy metody.



1.4 Rungova — Kuttova metoda 4. fadu

Rungova — Kuttova metoda ¢tvrtého fadu je modifikovanou Eulerovou metodou a spojuje
vyvéazeni pfesnosti a numerickou naro¢nost. Re§ime ji na kone¢ném intervalu <a, b> s jeho
pocatecnim zvolenym délenim krokem h. Hledana aproximace je kombinaci n¢kolika hodnot
funkce f vypocitanych ve Ctyfech strategicky zvolenych bodech (X, y) na intervalu <xn, Xu+1>.
Ziskame tak presné&jsSi numerické feSeni nez u ostatnich jednokrokovych metod.

Presnost dale podstatné ovliviiuje zvoleny krok h, ktery souvisi s rychlosti nardstu
globalni chyby. Zatimco v okoli pocatku O je metoda relativné presnd, existuje bod T (zavisly
na zvoleném kroku) kde po nakupeni chyb piechazi feSeni do zaporné oblasti.

feseni

Obrazek 1: nestabilni rovnice (f = 0.2 x?)

Rekurzivni zapis metody :

Hodnota zavisi na hodnoté predchoziho kroku plus ptirtstek. Pfirastek pocitime ve tvaru
odvozeni pies Taylorovu fadu.

k1 = £ (Xu, Ya)
k2 =f(x,+ 1/2 h, y, + 1/2 h*k1)

k3 =f(x.+ 1/2 h, ya + 1/2 h*k2)

kd = f (x, + h, y, + h*k3)

Yo = ya + 1/6 h (K1 + 2%Kk2 + 2*k3 + k)

k1, k2, k3, k4 ... vypocet ¢tyi pomocnych vysledka



2. Program

2.1 Césti programu

1.

Program obsahuje dvé verze :

Davkovy *.m soubor program.m pro textovy vystup a ptimé zadavani parametrti
pritazovanim do proménnych.

Aplikaci Matlabu (*.fig), spustitelnou ptes gui_rk4.m, s grafickym uzivatelskym
rozhranim. Po zadéani Glohy v ¢asti ,,Zadani* se vypocet spusti tlacitkem ,,Run®.
Uzivatelské vstupy zadavané klavesnici do editacnich okének jsou pfi spusténi
zkontrolovany. Aplikace tak ptipadné uzivateli oznami, které pole zapomnél
vyplnit nebo jej vyplnil nepovolenou hodnotou tj. kde program ocekava ciselny
vstup nebylo Cislo a podobné. Pii neuvedeni hodnoty kroku Lagrangeova
interpola¢niho polynomu nebude program polynom pocitat a provede pouze
Rungovu — Kuttovu metodu.

) Runge - Kutt (4] : Numericke reseni diferencialnich rovnic
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Obe¢ verze jsou funkéné ekvivalentni. PouZivaji spole¢né funkce; pro vypocet

numerickou metodou v souboru runge kutt4.m a pro prolozeni vypocitanych hodnot
Lagrangeovym polynomem funkci v souboru my_lagrange.m.

2.2 Spusténi

V Matlabu spustit davku gui_rk4.m.



3. Reseny priklad

Reste pocateéni diferencialni rovnici y'=x/y na intervalu <1, 2.5> s po¢ate¢ni podminkou
y (1)=3 akrokem h=0,5.

Pfesné feSeni : y* =x*+¢ y()=3 3*=1*c 9=1+c =8

y=(x>+8)" je pouzito k ureni lokalni chyby e;

Numerické feseni :

i X Vi k e
1 1 3 kl=x/yi=1/3=0,3333333 0
1,25 k2 = (xi+h/2) / (yith/2*k1) = 1,25/ (3 + 0,25 * 0,3333333) = 0,4054054
1,25 k3 = (xi+h/2) / (yith/2*k2) = 1,25 / (3 + 0,25 * 0,4054054) = 0,4030501
1,5 k4 = (xi+h) / (yrth*k3)=1,5/(3 + 0,5 * 0,4030501) = 0,4685267

yi«1 = Vi + h/6 (K1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)
y2=3+0,5/6*(0,3333333 + 2*0,4054054 + 2*0,4030501+0,4685267) = 3,20156425

i X yi k e

2 1,5 3,2015643 k1=1,5/3,2015643 = 0,4685210 0,0000022
1,75 k2=1,75/(3,2015643 + 0,25 * 0,4685210) = 0,5273158
1,75 k3 =1,75/(3,2015643 + 0,25 * 0,5273158) = 0,5249906
2,0 k4=2,0/(3,2015643 + 0,5 * 0,5249906) = 0,5773573

ys =3,2015643 + 0,5/ 6 *( 0,4685210 + 2*0,5273158 + 2*0,5249906+0,5773573) = 3,4641052

i X yi k e

3 2,0 3,4641052 k1=2,0/3,4641052 = 0,5773497 0,0000036
2,25 k2 =2,25/(3,4641052 + 0,25 * 0,5773497) = 0,6235377
2,25 k3 =2,25/(3,4641052 + 0,25 *0,6235377) = 0,6215487
2,5 k4 =2,5/(3,4641052 + 0,5 * 0,6215487) = 0,6622728

ya =3,4641052 + 0,5/ 6 *( 0,5773497 + 2*0,6235377 + 2*0,6215487+0,6622728) = 3,7749215

i Xi Yi k é;
4 2,5 3,7749215 0,0000043






